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Correction de MATRICES - Fiche 1

Navigation vers les corrections: @ @ @ &)

0)

1.

Cn+1=0,11,+0,95¢, .

0,9 0,05 ro 90
A= et UO = =
0,1 0,95 Co 30
+ Onpose #(n) l'égalité a montrer « U, = A" xUg» .

+ Initialisation :
A%xUp= I, xUg=Uy,
donc #(0) est vraie.

¢ Itération:
Supposons que #’(n) est vraie pour un certain n quelconque.
Alors :
Upi1 = AxU,
= AxA"xU, par hypothése de récurrence
- An+1 x U
Donc #(n+1) vraie.

¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, .#’(n) est vraie pour tout n € IN .

s (0,629 0,185>
a. A~
0,371 0,815

b. Us=A%xU,
(0,629 0,185> (90)
~ X
0371 0815 30

(62,16)
~ \57,84

On en déduit qu'en 2015, la population rurale est d'environ 62,16 millions d'habitants et que la population citadine est d'environ 57,84 millions

d'habitants.
11 1 2 1 1
(1 1) (5 3 barbg LgrxC3 | 10
a. X = =
21 2.1 1 2 ok 14 L 01
373 by 25 1X03)
11 1 1 1 1
3 51 11 P2 izl 10
2 G 2t 2t |7 (o)
373 732 -
11
33 o
Donc 2 1 est bien l'inverse de P .
373
11
R 33 0,9 0,05 11 1 0
b. A la calculatrice : D = 2 1 |% X =
2 1 0,1 0,95 2 -1 0 085
3 3
c¢. D=P'AP < PD=PP'AP
< PD=AP
& PDP'=APP?
< PDP1'=A

d. + Onpose 2(n) l'égalité a montrer « U, =A"xUp» .

¢ Initialisation :
PD'P'=PDP '=A daprésc.
donc 2(1) est vraie.

¢ Itération:

Supposons que Z(n) est vraie pour un certain n quelconque.

Alors :

A= AA"
= AP D" P par hypothése de récurrence
=PDP'PD"P daprés laquestion c)
=pDD"P?
=pD™pP?

Donc 2(n+1) vraie.

¢ Conclusion :

Donc, d'apres le principe de récurrence, 2(n) est vraie pour tout n € IN* .
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1" 0 1 0
6. a D diagonaledonc D" = ( ) = ( n)
0 085" 0 085

b. U, = A"xU,
=PD"P txU,

U

1
( ) (O 0,85" )

1
( ) (O 0,85" ) (50
( ) (50><0 85" )

40 + 50x0,85
) (80 - 50><0,85n)

De la premieére ligne, on déduit r, = 40 + 50x0,85" .
Et de la deuxiéme ligne, on déduit c,= 80 —50x0,85" .

Wl

D WIN Wk
S
~— Wl

X
VR
w ©
S o
N7

c. -1<085<1 donc lim 0,85"=0

n—+oo

etdonc lim r,=40 et lim ¢,=80.

n—+wo n—+o
On en conclut que, au bout d'un grand nombre d'années, le nombre des ruraux tendra vers 40 millions et celui des citadins tendra
vers 80 millions.
rs=40 +50x0,85° = 62,18.. { s = 40 + 50x0,85° = 58,85...

€5 =80 —50%0,85° = 57,81... Cs = 80 —50x0,85° = 61,14...
Donc, la population urbaine dépassera la population rurale a partir de I'année 2016.

d. A la calculatrice, on obtient {

@ 1. an+1 est lasomme de 65 % de a, , proportion des abonnés qui achétent de nouveau une d'abonné, et de 45 % de b, , proportion de ceux qui

passe de la carte bridée a la carte d'abonné
donc am+ = 0,65a, +0,45b, .
On en déduit que by =(1-0,65)a,+(1-0,45)b,=0,35a,+0,55h, .

0,65 0,45 an 0,65a, + 0,45b, a1
MPn = = = = Pn+1 .
0,35 0,55 bn 0,35a, + 0,55b;, Dns1
0,65 0,45 0,4 0,53
2. P1 = MPO = =
0,35 0,55 0,6 0,47
(0,65 0,45> (0,53) (O,SSG)
P2 = |\/|P1 = =
0,35 0,55 0,47 0,444
Donc, b, =0,444 et donc 44,4% des pécheurs ont acheté une carte de péche bridée en 2019.

On powvait auset wtiliser les dewn nelotions de nécwmence :

a; = 0,65a + 0,45h,
=0,65%0,4 + 0,45x0,6 = 0,53

etdonc b; =1-0,53=0,47

b, =0,35a; + 0,55b,
=0,35%0,53 + 0,55%0,47 = 0,444 ¢t méme conclusion

On remongue qu' i est inutile de caleuler a; .

A 16 0
3. a  Alacalculatrice, QT =TQ =

0 16
(l 0)
b. TQ=16 =161
Q 01 2

1.~
donc 16TQ =1
1

donc Q est inversibleet Q* :ET
. 1 (1 1 )(0,65 0,45) 1 ( 1 ) 0 1
4. a. Q M_E 7 9/ \035 055 16 14 18 - equ,u&uauimm@awéml en poctour.
g . 1 ( 1 1 )(9 1)
onc MQ=—
QMQ 16\14 -18 7 -1
_i(16 0 )
16\ 0 3.2
1 0
= qui est bien diagonale
0 02
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b. Initialisation (atiention, N est non nul dene on initiodise o nang 1)

QD'Q'=Q(Q'™MQ) Q™ dapres a.
= |2 M |2
=M 1
donc la propriété est vraie pour n=1.
Itération
On suppose la propriété vraie a un certain rang n .
M"=QD"Q* par hypothése de récurrence
donc M"M =QD"Q'M
donc M™ =QD"Q 'QDQ* d'aprés l'initialisation
donc M n+l QD n+1Q71

Conclusion

D'apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier non nul n .

1" 0
c. D"= ( 00 2n> car D diagonale

(9 1 ) (1 0 ) (9 0,2" )
QDn = =
7 -1 0 0,2 7 02"

n
donc M"= QD0 :(9 0,2 )i(l 1)
7 02"/ 16\7 -9

1 (9 +7x0,2" 9—9X0,2”>
T16\7-7x0,2" 7+9x02"
5. a. Pour tout entier naturel n, P,=M"Py .

b.  P.=M"P,
a\ g (9+7x02" 9-9x02"\ /04
donc ==
b,/ 16\ 7-7x02" 7+9x02"/\ 06
On en déduit :
a, =1—16 ((9+7%0,2")x0,4 + (9—9%0,2")x0,6 )
_1 n
=25 (9-2602")
=0,5625 — 0,1625x0,2"
et b, =% ((7—7%0,2")x0,4 + (7 +9x0,2" )x0,6 )

=11—6(7 +2,6x0.2")
= 04375 +0,1625%0,2"

@ Partie A
1. a1 =97 % de 200 + 7 % de 300 = 0,97x200 + 0,07x300 = 215
b, =500 — 215 = 285

an1=0,97a, + 0,07 b,
bn+1 = 0,034, +0,93b,

(0,97 0,07>(an>
Or, AX,=
0,03 0,93/ \b,
(0,97an +0,07 bn>
“\.0,03a, + 0,93,
(anﬂ)
= = Xne
bn+1 '

b. Initialisation
AXo =1%o = Xo
donc la propriété est vraie pour n=0.

2. a. D'apres I'énoncé, on a {

Itération
On suppose la propriété vraie & un certain rang n .

Xn=A"X, par hypothése de récurrence
donc AX,=AA"Xy
donc Xpe = A™Xo

Conclusion

D'apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier n .
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(0,736 0,615
20

c.
0,264 0,385
0,736 0,615Y /200 332
Xzo = AZO Xo ~ =
0,264 0,385/ \.300 168
Au bout de 20 jours d'intervention, il y a 332 ordinateurs sains et 168 ordinateurs défectueux.
Partie B

(0,9 0 ) (an> (O,Qan)
1. DX, = =
0 09 by 0,9b
(O,Qan> (35) (0,9&1n + 35)
donc DX, +B=
0,9b, 15 0,9b, + 15
Or:
an+1 =0,97a, + 0,07 (500 —a, )
=0,97a,+35-0,07a,
=0,9a,+35
bn+1 = 0,03 (500 — b, ) +0,93b,
=15-0,03b, + 0,93b,
=0,9b, +15
0,9a,+35

0,9b, + 15

09 0 90
10D =10 = =91
0 09 09

b. Yne1 = Xpsr — 10B

= DX, + B - 10B
= DX, 9B
=DX,-91,B
= DX, - 10DB
=D (X,—10B)
=DY,

et donc Xp = ( ) =DX,+B

N
®

C. Y, =X,—10B
donc X,=Y,+ 10B
=D"Y, + 10B
=D"(Xo—10B) + 10B .

09" 0
d. D diagonale donc D" =
0 09"
On en déduit :
09" 200 35 35
Xn = ( )+ 10
300 15 15
(09n )(200 350) (350)
300 - 150 150
(09n )( 150) (350)
150 150
( 150><0 9" ) (350)
150x0,9" 150
( -150%0,9" + 350)
150x0,9" + 150

{ a, =-150x0,9" + 350
Donc
bn =150x0,9" + 150

3. -1<09<1 donc lim 0,9"=0

N—-+oo

donc lim (150x0,9"+ 150 ) = 150

n—+owo

donc le nombre d'ordinateurs défaillants va tendre vers 150.

) en arrondissant les coefficients au milliéme.

@ 1. u, =6u;—8u, = 6x6-8x1 = 28
Uz = 6uU,—8u; = 6x28—-8%6 = 120

01 Un Un+1 Un+1
= = = Upa.
-8 6 Un+1 —8 Uy + 6 Uns1 Un+2

3. a. ¢ Onpose #(n) I'égalité a montrer « A"=2"B+4"C» .

2. AU

)

¢ Initialisation :
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Al=1,

2 -05 -105 2-1 -05+05 10
2°B+4°C=B+C= = =1
4 -1 -4 2 4-4 -1+2 01
donc #(0) est vraie.
¢ Itération:
Supposons que #’(n) est vraie pour un certain n quelconque.
Alors :
ArH-l = Ax An
Ax (2"B+4"C) par hypothese de récurrence
2"AB +4"AC

(L))
Lo (-G

)-
AY = 2"(: :;) ( -16 8>
2"x2(i >+4n (

= 2n+1B + 4n+1C

-10, 5)
¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout n € IN .

Or,

b. ¢ Onpose 2(n) I'égalité a montrer « Uy =A"Uy».

+ Initialisation :
A°x Uo=l2x Up=Up,
donc 2(0) est vraie.

¢ Itération:
Supposons que Z(n) est vraie pour un certain n quelconque.

Alors :

Un+1 = AX Un
= Ax A"x U, par hypothése de récurrence
- A n+l X UO

Donc 2(n+ 1) vraie.
¢ Conclusion :
Donc, d'apres le principe de récurrence, 2(n) est vraie pour tout n € IN .
U =A"Uo
c. Pourtout n € IN,ona
A"=2"B+4"C

donc :
= (2"B+4"C) U
=2"B Uo+4"C Uo

2 -0,5 Uo 2 05 1 -1 -2"
ous (2 D)+ (32 (oo (2

4 -1 Uy 4 -1 6 -2 -2"

-105 1 2 2x4"
CUp= x = donc 4"C U, =

-4 2 6 8 8x4"

seaie (7 ) = () () = (s )
= + =

on ende UIt un+1 _2n+1 8x4ﬂ _2n+1 + 8x4n

et donc u,=2x4"-2",

Or,

B® 1 a  Onsaitque up=0 et u;=1.
U2=U1+U0=1+0=1
U3=U2+U1=1+1=2
U4:U3+U2=2+1=3
U5:U4+U3=3+2=5
UG:U5+U4:5+3:8
U7=U5+U5=8+5=13

b.
c '
. & . 5 KR T
13 spirales dans un sens g 13 spirales dans un sens =3 AR v e Uy
8 splrales dans l'autre sens = 21 spirales dans l'autre sens § N e Xy, »/

a . : — = TR w7,

v =4 A 3 \ N » = = 1N 25
3 e =~ Ny 3. “p
@ P} o =
== 8 N ‘-
@D D “ - -
S @ N -3~
% =] < s
5 Ta 7 >
s g ) e
=] = . .o -
] LA
8 £ 28
=3 %) 1s =

))" T LN

|0S8UIN0) 8P IN8J} BUN,P INg0D &7
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d.

2.

34 spirales dans un sens

21 spirales dans l'autre sens

Les nombres de spirales de la pomme de pin sont us et u;, deux nombres de Fibonacci successifs.

Ug=U7+Us=13+8=21
Les nombres de spirales du brocoli romanesco sont u; et ug, deux nombres de Fibonacci successifs.

Ug=Ug+U;=21+13=34

Les nombres de spirales du cceur de la fleur de tournesol sont Ug €t Uy, deux nombres de Fibonacci successifs.

=0
E -1 pmmmpu, powr N =4, on o le tablean de variobles :
for k if r‘alr;ge(n) Ligne K 3 b c
oo -
o AN -
rint(a
P (@ L4 0 0 1 1
Avec la calculatrice, on obtient uy, = 144 . L5 9 1 1 1
L6 0 [(1)fa 1
2. (1 1) (1 1) (2 1) L3 1111 Uz
a. =
10/°\10/ \11 S N I T S
L5 1 1 1 2
o (1 1) (2 1)_(3 2) 6 1 (1] >
10 11/ \21 L3 2 1] 2] 2w
4 11 32 53 L4 2 1 2 3
F" = 10 X 21 = 39 L5 2 2 2 3
L6 2 [(2)}F3 ] 3
L3 3 (233 —w
L4 3 2 3 5
L5 3 3 3 5
L6 3 [(3)}5]+5
—

On veit que a contient o
valewn de Uy A o fin de
chague passage dans la.
boucle.

Qamw%w/éoauzét n=0,on
ne passe pas dans lo. boucle.

Uns1  Up
b. ¢ Onpose #(n) I'égalité a montrer « F" = ( ) ».
Un  Upa

+ Initialisation :
11 Uz Up
“=(,0)=(o)
10 Uy Ug
donc #(1) est vraie.

¢ Itération :
Supposons que #’(n) est vraie pour un certain n quelconque.

<Un+z Un+1)
Un+1  Up

= Fx F
11 Up+1  Un
par hypothése de récurrence
Un Un1

un+1 +U, Upt Uml)
Un

Montrons que F™?! =

Alors :
n+1

Un+1
(Un+2 Un+1>
Un+1  Un
¢ Conclusion :
Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout n € IN* .

F2n+2 Fn+n+2 Fn+2an

Uz2n+3 Uzn+2 Un+3 Un+2 Un+1  Un Un+g Un+1 F Unsz Un
donc = =
Uzn+2 Uzn+1 Un+2 Un+1 Un  Una Un+2 Un+1 + Unsa Un

D'aprés I'égalité des coefficients de la 1°° colonne et de la 2°™ ligne : Upn+a = Unsz Ut + Unst Up .

Un+3 Un + Un+2 UH)

Un+2 Up + Up+1 Ung

Uzn+2 = Uns2 Un+1 + Uns Un

=Up+2 (Unez = Un ) + (Unsz—Un ) Uy CAr Upe2 = Unst + Uy < Uneg = Unez — Uy
2 2

= Uns2” — Uns2 Un F Uns2 Un — Uy
2 2

=Up2 —Up

{ Ugnsz = Upp = 144 = 127

Pour n=5,0na

Uzns2 = u72 - u52 =13% + 5

On en déduit 132 = 12% + 52

Donc, d'aprés le théoréme de Pythagore, le triangle de cotés 13,12 et 5 est rectangle.
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A Ups1  Up Ugs1  Ug
4 a  FPxFY = x
Up  Upa Ug Ug1
(Upﬂ Uges + Up Ug  Upsa Ug + Up UH)

Up Ugss + Up1 Ug  Up Ug + Upg Ugy

u u
D'autre part, F? x F% = FP*9 = ( P e )
Up+q  Up+ga

Donc, en identifiant les coefficients de la 1% colonne et de la 2°™ ligne, 0N a Upeq = UpX Ugs1 + Up 1 XUy .

b.  Si r divise u, et ug,

alors r divise UpXUg €t UpgXUg,
etalors r divise lasomme UpXUgs1 + Up1XUg = Upsq -

c. ¢ Onpose 2(n) lapropriété a démontrer « u, divise Upp » .

¢ Initialisation :
up divise Uup
donc u, divise Ui
donc 2(1) est vraie.

* Itération:
Supposons que 2(n) : u, divise uy, est vraie pour un certain n quelconque non nul.
Montrons que up divise Ugp+)p = Unp+p -

Alors :
{up divise un, par hypothése de récurrence

up divise Uup
donc, d'aprés la question b., u, divise Unpsp .

¢ Conclusion :
Donc, d'apres le principe de récurrence, 2(n) est vraie pour tout n € IN* .

d. Si m n'est pas premier, alors on peut I'écrire pq avec p>2 et q>2.
Comme m>5, p et q ne peuvent étre égaux a 2.
Donc, I'un est supérieur ou égal a 3.
Supposons p>3.
D'aprés la question c., u, divise Uy = Up .
Or, p=3 donc up>us=2.
Donc un n'est pas premier car divisible par un entier supérieur ou égal a 2.

e. U =4 181 = 37x113
La réciproque de la propriété peut s'écrire :
Si un n'est pas premier, alors m n'est pas premier.
Ou encore par contraposée :
Si m est premier, alors uy est premier.

Or, m=19 premier mais un=37%113 non premier : la réciproque est fausse.




