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Correction de ARITHMETIQUE - Fiche 1

Navigation vers les corrections: @) @ @ & ® @ ® m ® ® ® (@) @

@D Mathede avee lo. définition
20| n donc n=20k avec k € Z.

Alors :
3n%+ 2n + 100

3 (20K)? + 2x20K + 20x4
20 (60K* + 2k +4) avec 60k’ +2k+4 € Z car ke Z

Donc 20 divise 3n?+2n+ 100 .

Méthode avee les congnuences

20| n donc n=0 (20).
Alors :
3n?+2n + 100

3x0% + 2x0 + 100 (20)
100 (20)
0 (20) car 100 =5x20

Donc 20 divise 3n?+2n+ 100 .

Q@  Mathsde avee lo. dépinition
(10" +4)* = (10" = 1)* = [ (10" +4)* + (10" — 1)*] [ (10" + 4)*— (10" — 1)’ ] — Tdentité a’— b2
= [(10101 + 4)2 + ( 10101_ 1 )2] [(10101+4) + (10101_ l)] [ (10101+4)_(10101 _ 1)]
= [(10101+4)2+(1010171)2][(10101+4)+(1010171)]X5

v
entien

Donc (10 + 4)* — (10" — 1)* est de la forme kx5 avec k € Z,
et donc divisible par 5.

Outre méthede avec la ddinition :
appliguer lo. pormule a"—b" = (a—-b)(a™+a™b+a™b*+...+a’h"*+ab™ +b"") vue dans le cowns sun les complexes et qu'on peut wliliser aussi
avee des ndels et méme des entiens

(10101 + 4)4 _ (10101 _ 1)4
= [ (10101 +4)— (10101 -] [(10101 + 4)3 + (10101 + 4)2 (10101 — 1)+ (10" + 4) (10101 _ 1)2 + (10101 _ 1)3]
= 5x [ (10101 + 4)3 + (10101 + 4)2 (10101 _ 1) + (10101 + 4) (10101 _ 1)2 + (10101 — 1)3]

entien
Méthode avec les congruences
10=2x5 donc 10=0 (5).
On en déduit :
( 1001 4 4 )4_ ( 10%01 — | )4

(0101+4)4_(0101_ 1 )4
44_(_1)4

162 -1

12—1 car 16=3x5+1
0 (5)

Donc (10 + 4)* = (10'™ — 1)* est divisible par 5.

@  Mathode avee les conguuences

6=1x7—-1 donc 6=-1 (7).
Alors 61999 +1= (71)1999 1

1999 +1

donc 6 est divisible par 7.

Pas de mithede avee la dépinition car 61%% dépasse les capacitis de calewls. de nows et de lo. calewlatuice. ..

@  Mathede avee lo. définition

A=(—1)?—4x2x(-10) =81 >0

(1) +\fBT 5, ()BT _ ,
2x2 2 22 :

On en déduit la factorisation 2n*—n—10 = 2(n—g)(n+2) = (2n-5)(n+2) avec (2n-5) e Z.

donc la polynéme 2n*—n— 10 posséde deux racines

Donc, 2n?>—n— 10 divisible par n+2.

Pas de méthede avee leo conguences ici...
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B a 8-1=512-1=511=
511:7 = 73 entier
On peut faire 73 paquets de 7.

b) Montrons que, pour tout entier n>2, n®—1 est divisible par n—1 .

n® -1 n—1
1" méthode (hens programme) : division poste de polynSmes —(n*—n?)
_ n2+n+
Onen dédwit n°—1=(n—1)(n+n+1) avec (n2+n+1)eZ n -1
Cola peut peunettre de tricher en partant du pwdw:t] —(n"=n)
n -1

(n=1)(n*+n+1) =n®+n?+n-n®-n-1
=n®-1

Onendéduit nf*—1=(n—1)k avec k=n’+n+1eZ

donc n®—1 est divisible par n—1 .

Q™ mathode : utilisation de la fo.ctonisation du cowrs
On sait que. pour tous ndels a et b :
a™"_p™ = (aib)(am—l+bam—2+b2am—3+b3am—4+m +bm—3a2+bm—2a+bm—l)
On.mdédlui.’tpem a=n,b=1c¢t m=3:
nP-1=n"-1=(n-1)(n*+n+1) avec ("*+n+1)eZ
donc n®—1 est divisible par n—1 .
8™ mithode : identification
1*-1=1-1=0
donc 1 estracinede n®—1
donc n®—1 s'écrit sous la forme (n—1)(an’+bn+c).
D@!LC:
n—1 = an’+bn*+cn—an’~bn—c
o n-1=an’+(b-a)n’+(c-b)n-c

a=1
b-a=0
< Vc-b=0
c=-1
a=1
= {b=1
c=-1

Onendéduitque n"*—1=(n—1)(n*+n+1) avec (nP+n+1)eZ
donc n®—1 estdivisible par n—1.

Pos de méthode avec G2 conguuences.

® a)  Méthode avee lo ddpinition

Soit n un entier entre 0 et 9.

= nx100 + nx10 + nx1
=n(100+10+1)

= nx111

37%x3n avec 3ne Z

Donc nnny divisible par 37 .

nNN0)

Méthede avee los congruences

100 = 2x37 + 26 donc 100 =26 (37)

On en déduit :

NN = nx100 + nx10 + nx1
= 26n+10n+n
= 37n
=0 (37)

Donc nnngg divisible par 37.

b)  Méthede avec la. definition

37 divise 333 et 777
doncilexiste t e Z et s € Z tel que 333 =37t et 777 =37s.

Alors: 333777 —777%% = (37t)7 — (375)*
37t x (37t)""® — 37s x (375 )**
37 (tx (37t)7™ — sx(375)*) avec (tx(37t)" — sx(37s)**)eZ.

Donc 37 divise 333777 - 7775%

Mthode avec les congruences

D'apres le a), 333=0 (37) et 777=0 (37).
Alors : 333777 —777%% = 07 - 0%

0 (37)

Donc 37 divise 333777 - 7775%
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@ Méthede avec los congruences

3M3 42 = 30x33 — (4%)'x42 = 3"x27 — 256" x16
27=2x11+5 donc 27 =5 (11)

Or: § 256 =23x11+3 donc 4*=3 (11)
16 =1x11+5 donc 16=5 (11)

On en déduit :

3M3 442 3007 — 256" x16
=3"x5-3"%x5
=0 (11)

Donc 3™ — 442 est divisible par 11 .

Méthede avee o dihinitisn

ax100 + bx10 + ¢
9a+a+9%+b+c
3(33a+3b)+a+bh+c

Posons n = abcg

¢ Supposons a+ b +c divisible par 3.
Alors, il existe k € Z telque a+b+c=3k.
n=3(33+3b)+3k
= 3(33a+3b+k) avec (33a+3b+k)eZ.
Donc n divisible par 3.

+ Réciprogquement, supposons n divisible par 3.
Alors, il existe k € Z tel que n=3k.
3k = 3(33a+3b)+a+b+c
< a+b+c =3k-3(33a+3b) = 3(k—33a—-3b) avec (k—33a—-3b)eZ.
Donc a+ b +c divisible par 3.

MMéthode avec les congruences

n = abcug = ax100 +bx10+c
=a+b+c (3) car 100=3x33+1 et 10=3x3+1
On en déduit :
n divisible par 3
< n=0 (3)
< n=a+b+c (3)
< a+b+c divisible par 3.

® Méthede avee la dihinition

Deux entiers impairs consécutifs s'écrivent 2k +1 et 2k + 3 ,avec k e Z .
Alors: (2k+1)+(2k+3) = 4k+4 = 4(k+1) avec (k+1)eZ.
Donc, la somme est bien divisible par 4.

Pos de méthode avec les conguuences.

Les impains se conactirisent par =0 (2) mais on ne peut pas priciser qu'ils sont consdewtipe.

Méthede avec la déinitisn

Si n impair, alors il peut s'écrire sous la forme 2k + 1 ,avec k e Z .
Alors: n*—1 = (2k+1)*—1
= AkP+4k+1-1
=4k(k+1)
k et k+1 sontdeux entiers consécutifs, donc I'un des deux est pair.
Donc le produit k (k+ 1) est pair et s'‘écrit sous la forme 2h,avec h e Z .
Donc: n?—1 = 4x2h = 8h divisible par 8.
Pos de méthode avec les congruences.
S n impain, alows n=1 (2).
Otons : nP—1=12—1= 0 (2) ¢t on obtient une divieibilité par 2 ¢t non par 8.

@ ¢ 1%cas: Si a et b sont pairs, il existe k et h dans Z telsque a=2k et b=2h.
Alors: a®>—b? = (2k)*—(2h)* = 4k*—4h*= 4 (K*—h?) avec (k*’—h?) € Z.

e 2°™cas: Si a et b sontimpairs, il existe k et h dansZ telsque a=2k+1 et b=2h+1.
Alors: a>—b? = (2k+1)>—(2h+1)?

4k +4k+1—4h*—4h -1

= 4(K*+k-h?-h) avec (K¥+k—h*-h)eZ.

Donc, dans les deux cas, a®>—b? est divisible par 4.
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Pas de méthode avec les conguuences.

a) Lorsqu'on fait la division euclidienne de n par 3, le reste peut étre 0, ou 1 ou 2.
Donc n s'écrit 3k ou 3k+1 ou 3k+ 2 avec k entier.

b)  Méthede avee lo. dapinition

¢ 1%cas: Sin=3k avec ke Z
n(2n®+1)=3k(2x9%?+1) avec k (2x9k*+1) e Z .
e 2'™cas: Si n=3k+1lavec ke Z

n(2n®+1) = (3k+1)(2x(3k+1)*+1)
(3k+1)(18k*+ 12k +3)

=3k+2 avec ke Z

(3k+2)(2x(3k+2)°+1)
(3k+2)(18k*+24k +9)

o 3*™cas: Si

n(an’+1)

]

Dans tous les cas, 3 divise n(2n?+1).

Méthede avee los congruences

¢ 1%cas: Sin=0 (3)
n(2n?+1)=0(2x0’+1)=0 (3)

¢ 2™cas: Sin=1 (3)

n(2n’+1) =1(2x1°+1)
=1x3=0 (3)

¢ 3™cas: Sin=2 (3)

n(2n’+1) =2(2x2%+1)
=2x9=0 (3)

Dans tous les cas, 3 divise n(2n?+1).

3x(3k+1)(6k*+4k+1) avec (3k+1)(6k*+4k+1)eZ.

3x(3k+2)(6k*+8k+3) avec (3k+2)(6k’+8k+3)ecZ.

Méthode avec les congruences

¢ 1%cas: Si n=0 (6)
n(n2+5)=0(0%+5)=0 (6)

e 2°™cas: Sin=1 (6)
n(n2+5)=1(1°+5)=6=0 (6)

+ 3™cas: Si n=2 (6)
n(n2+5)=2(2°+5)=18=0 (6)

¢ 4*™cas: Si n=3 (6)
n(n2+5)=3(32+5)=42=0 (6)

+ 5"™cas: Si n=4 (6)
n(n2+5)=4(42+5)=84=0 (6) car 84 =14x6

e 6"™cas: Si n=5 (6)
n(n2+5)=5(5"+5)=150=0 (6) car 150 = 25x6

Dans tous les cas, n(n2+5) estdivisible par 6.

On pose #(n) la propriété «4"—1 estun multiple de 3 » .

¢ Initialisation :
4°— 1 =0 multiple de 3, donc #(0) est vraie.

¢ Itération:
Supposons #(n) : 4" — 1 multiple de 3 pour un certain n quelconque.
Montrons #(n+1) : 4™ — 1 multiple de 3.

Methode avec lo. déhinition
Par hypothese de récurrence, il existe k € Z tel que 4"—1 =3k,
donc 4" = 3k+1.
Alors: 4™ — 1 =4x4" - |
=4 (3k+1)—1 parhypothése de récurrence
=3x4k +4 - |
=3(4k+1) avec(4k+1)eZ
Donc, 4™ =1 est bien un multiple de 3 .
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Méthode avee los conguences

Par hypothese de récurrence, 4"—1=0 (3) etdonc 4"=1 (3).
Alors: 4™ — 1 =4x4"— 1 =4x1-1
=3=0 (3)

Donc, 4™!—1 est bien un multiple de 3.

Conclusion :

Donc, d'aprés le principe de récurrence, #’(n) est vraie pour tout n de IN.

@ On pose #(n) la propriété « 4"+ 1 est un multiple de 3 ».

*

Itération :

Méthode avee la. dépinition

Supposons #’(n) vraie pour un certain n quelconque.

Montrons #(n+1) : 4™ + 1 multiple de 3.

Par hypothese de récurrence, il existe k € Z tel que 4"+ 1 =3k,

donc 4" = 3k-1.

Alors: 4™ +1=4x4"+1
=4(3k-1)+1
=3x4k-4+1
=3(4k-1)

Donc, 4™!+ 1 est bien un multiple de 3.

La propriété est bien héréditaire.

Initialisation impossible :

On a déja démontré que, pour tout n de IN, 4" — 1 est un multiple de 3.
Donc, 4"—1=3k, avec k unentier

< 4"=3k+1,avec k un entier

< 4"+1=3k+2,avec k un entier

Or, 3k + 2 ne peut étre un multiple de 3.

Donc, la propriété ne peut étre initialisée a aucun rang.

Posons #(n) la propriété « n(n*+5) estdivisible par 6 » .

*

Initialisation :
0x(02+5) =0 divisible par 6.
Donc #(0) est vraie.

Itération :

Supposons que #’(n) est vraie pour un n quelconque.

Montrons que #’(n+1): (n+1)((n+1)*+5) estdivisible par 6.

Methode avec lo. déhinition

Par hypothese de récurrence, il existe k € Z tel que n(n2+5) =6k,

(n+1)((n+1)*+5) = (n+1)(n2+2n+1+5)

n(n?+5)+n(2n+1)+(n2+2n+1+5)
n(n2+5)+2n2+n+n2+2n+6
n(n2+5)+3n2+3n+6

6k +3n2+3n +6
=6(k+1)+3n(n+1)

Or, n et n+ 1 sontdeux entiers consécutifs, donc I'un des deux est pair.

Donc le produit n (n+ 1) est pair et s'écrit sous la forme 2h, avec h € Z.

Donc: (n+1)((n+1)*+5)=6(k+1)+3x2h
=6(k+1+h) avec (k+1+h)eZ.

Conclusion :

Pour tout n de IN', #2(n) est vraie.

a)

b)

Supposons n—3 divise n+5.

Alors, on a nécessairement {

On en déduit que n— 3 est nécessairement parmi les diviseurs de 8 quisont -8;—4;-2;-1;1;2;4 et 8,
donc n est parmi lesvaleurs -5;-1;1;2;4;5;7 ou 11.

n—3 divise n+5

n—3 divise n-3
donc n—3 divise la différence (n+5)—(n-3) quivaut 8.

si n égale -5 | -1 1 2 4 5 7 11
alors n—3 égale 8| 4| 2| -1 1 2 4 8
et n+5 égale 0 4 6 7 9 10 | 12 | 16

et donc, pour chaque valeur, n—3 divise n+5.
Conclusion : les entiers possiblessont -5;-1;1;2;4;5;7 et 11.
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La ndeipnoque est indispensable con les valowrs towwdes ne sont pas nicessairement toutes bonnes.
Pax exemple. on. pownait dire :

Supposons n—3 divise n+5.

n—3 divise 2(n+5)

n-3 divise 2(n-3)

donc n-3 divise la différence 2 (n+5)-2(n-3) quivaut 16.

Alors, on a nécessairement {

Ouions, n—3 pournait prendie les valewrs supplimentaines 16 et —16 et n pownait valoir 19 ow —13 .
O alons, pour N =19 ,0na N—3=16 ¢t n+5=24 et en veit que N —3 ne diviee pas N+5.
Tdem powr N=-13,0na N—3=-16 ¢t N+5=-8 etonvoit que N—3 ne divise pas N+5.

Qwee le mbme raisennement qu'aw @), on obtient les valeurs —6;-2;0 et 4.

Qwee le mbme raisennement qu'aw @), on obtient les valeurs —3 et —1.

a)

b)

©)

Xx+6 =5 (3)
< x+6-6=5-6 (3)
< x=-1(3)
& x =2 (3)

Donc, les solutions sont tous les entiers de la forme 3k +2 avec k e Z .

3x+1 =6 (4)
& X+1-1=6-1(4)
< 3 =5 (4)
& 33X =1 (4)

¢ 1%cas: Si x=0 (4)
alors, 3x=3x0=0 (4) : impossible
e 2M™cas: Si x=1 (4)
alors, 3x=3x1=3 (4) : impossible
¢ 3™cas: Si x=2 (4)
alors, 3x=3x2=6=2 (4) : impossible
¢ 4™cas: Si x=3 (4)
alors, 3x=3x3=9=1 (4)

Donc, les solutions sont tous les entiers de la forme 4k +1 avec k e Z .

2x2+7x-3 = 6 (5)
o 2x2+7x-3+3=6+3 (5)
o 2x%+7x =9 5)
o 2%%+7x = 4 (5)
¢ 1%cas: Si x=0 (5)
alors, 2x2 + 7x = 2x0% + 7x0 =0 (5) : impossible
¢ 2™cas: Si x=1 (5)
alors, 2x2 + 7x=2x12 + 7x1=9=4 (5)
¢ 3™cas: Si x=2 (5)
alors, 2x2 + Tx = 2x2% + 7x2 =22 =2 (5) : impossible
e 4™cas: Si x=3 (5)
alors, 2x2 + 7x=2x32 + 7x3=39 =4 (5)
¢ 5™cas: Si x=4 (5)
alors, 2x% + 7x = 2x42 + 7x4=60=0 (5) : impossible

Donc, les solutions sont de la forme 5k + 1 ou de la forme 5k + 3 avec ke Z .

Dans {0;1;2;...;20},lessolutionssont 1=5x0+1; 3=5x0+3; 6=5x1+1; 8=5x1+3; 11=5x2+1; 13=5x2+3; 16=5x3+1

et 18=5%x3+3.




