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Correction de PROBABILITES - Fiche 2

@ T0 gout comprendre que Z=2 quand X +Y=2,
0 Xpundﬂusua@@wwl,Z,S,ll,Sde@ XY =2 oand X=1 ot V=1
+ = U = = .
Y prend les valowns 1, 2, 3 ot 4, e tgpuement giuo. ¢
P(Z=2) = P((X=1);(Y=1))
= P(X=1)xP(Y=1)
=l><——
6 4 24
Z=3 guand X+Y =3, c'est-d-dire quand X=1 et Y =2 mais ausei quand X=2 et Y=1.
P(Z=3) = P((X=1);(Y=2))+P((X=2);(Y=1))
~11,11_2
T 64 647 24
Z=4 quand X=1 et Y=3 ouquand X=2 et Y=2 ouquand X=3 et Y=1.
P(Z=4) = P((X=1);(Y=3))+P((X=2);(Y=2))+P((X=3);(Y=1))
-1, 1.,11_3
6 4 6 4 6 4 24
Un tableaw eroisé permet de bien visualiser les Guinements couples ot lowns probabilitss :
1 2 8 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
Comme les 24 cases sont dquipnsbables, on voit bien par exemple que P(Z:4):23—4.
C'est notamment efficace quand en doit défenminer la. lsi de probabilits, ¢ est-a-dine toutes leo probabilitis...
+  Ona e choix entre dewr mathodes :
- appliguer lo. pormule “antisanale” E(Z)=P(Z=1)x1 + P(Z=2)x2 +..+ P(Z=10)x 10 qui nicessite de caleuder los nowfy
probabilités P(Z=Kk) cax les couples ne sont pas équipnobables,
- calewlen E(X) et E(Y) et les ajouter, ce qui va. allen tnds vite can les faces cquiprsbables rendent les caleuls tris simples.
E(X) = %x1+%x2+%x3+%x4+%><5+%><6 — Qu'on pewt denine é(l+2+3+4+5+6).
=35
E(Y) = 3x1+3x2+3x3+2x4 — Quon peut doxre 5 (1+2+3+4).
=25
Donc, par linéarité de I'espérance, E(Z) = E(X) + E(Y)=3,5+25=6.
+  De méme powr Lo variance.
Mais attention, ce n'est possible que pance que les dewr expéniences sont indépendantes [Eta pout le préciser...
V(X) = %x(1—3,5)2+%x(2—3,5)2+%x(3—3,5)2+%x(4—:-s,5)2+%x(5—3,5)2+%><(6—3,5)2
~ 2,92
_ 1 2 1 2 1 2 1 2
V(Y) = x(1-25)°+3%x(2-25)°+%x(3-25)"+=%x(4-25)
4 4 4 4
=125
Les deux lancers de dés sont indépendants, S0 ne pas oublior |
donc V(2) = V(X)+V(Y) ~ 2,92+ 125 = 4,17
X1 prend. Ges voleuns O ef 1
@ done Xi + X prend. les voleuwns 0+0=0, 0+1=1, 1+0=1 et 1+1=2.

Xz prend. les volewws 0 et 1,

P(Z=0) = P((X;=0);(X2=0))
= P(X1=0)xP(X,=0) daprés le principe multiplicatif
_3.3_9
= =x= _—
575 25
N 3,.2,2,3_12 _ 4 P L .
Deméme : P(Z=1)=gxg+gxp=50 et P(Z2=2)= 5 5_25 — Qheceptd ot vous avey bien rédigé le premion caleul.
La loi de probabilité est : k 0 1 2 — Pas obligé mais tris habifuel.
9 12 4
P(z=k) | 25 | 25 | 25
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2. o 1™ mithede : appliguer la. formule "axtisanale”
12 4

E@2) = —xo+£><1+g><2 =08

Q" mathode : avee lo. somme des espinances

E(Xy) = gxo +§x1 =04
Les tirages sont faits avec remise donc les deux tirages sont identiques, 0 )
donc E(Xz) = E(Xy) . o pormule axtisanale
Donc, par linéarité de I'espérance, E(Z) = E(X:) + E(X2)=0,4+0,4=0,8. est ik plus rapide.
*  De méme powr la variance.
1 mathede : appliquer la éorum;ﬂ,a “ontisonale”
V(Z)=%><(070,8)2 ><(1 0,8)2 *55 ><(2 0,8)% =048
Q™ mathode : avee la somme des variances
VOG) = 2x(0-04)2+2x(1-04)% = 024
Les tirages sont faits avec remise donc les deux tirages sont identiques et indépendants, L4, ausst, lo. pormule
donc V(X;) = V/(X1) antisanale est plus nopide.
etdonc V(Z) = V(X1 + V(X2) = 2x0,24 = 0,48
® 1 Xi+X pund de nowseau les valowns 0, 1 et 2.
Mais nous ne sommes plus en situation @ indipendance puisqu’il y o. remise.
Dans une situation de conditionnement, on peut revenin awx bons viewx arbres...
2/4 (X2=0)
35 (X1=0) <
214 (X2=1)
3/4 (X2=0)
= (Xi=1) <
1/4 (X;=1)
—0) = 3,2_6
P(Z=0) = Px=0)(X.=0) = 57~ 20
P(Z=1) = Px,=0) (X2=1) +P(x =1) (X2 =0) d'aprés la formule des probabilités totales
23,2,2.3_12
5 45 4 20
—oy = 1y =2x1_2
P(Z—Z) = P(x1:1)(X2—1) = 5X4 =20
La loi de probabilité est : K 0 1 2
6 12 2
P(z=K) | 20 | 20 | 20
2. Powr 0 espirance et lo. variance, whilisons les formules "artisanales”.
E@2) = —><0 +;—(2)><1 +%X2 =08 — Tiens... Uespirance est lo. méme que dans le @...
V(Z)— (0 08)° + (1 08)?2 *35 ><(2—0,8 2=0,36 — ... mais pas la voriance.

Veyons en dtoil les points communs et los dipptrences de la. situation (3) sans remise pox rappert d la sifuation (2) avec nemise.

E(X1) vaut toujours 0,4 .
Caleulons E(Xy) .
Powr cela, i nous paut P(X,=0) et P(Xp=1):
3.2,23_12_3 _qy-4.3_2
D'apreés la formule des probabilités totales, P(X,=0) = 4+5><4 =% " & etdonc P(X;=1) =1 L

On constote que les probabillitée de (Xp=0) et (Xp=1) Aenﬂ@uw@muo,wca&uda (X1=0) et (X1=1).

Ces probabilitis ne dépendent pas du mode de tinage, auec ou sans nemise... Et done les deun eopirances E(X;) et E(X2) non plus.
Puisqu'on 0. E(Xz) = E(X1) et que la. lindonits o’ appligue owec ou eans inddpendance, on obtiont : E(Z) = E(Xy) + E(Xp) = 2x0,4=0,8 .
Et done Uespérance de la somme ne dépend. pas du mode de firage

Les probabilités et U espirance dtant los mémes que pour lo tinage avee nemise, on o encone V(X1) = V(X;) = 0,24 caleulies dans le (.
Mais V(X;) + V(X2) = 0,48 ne vaut pas V(Z) = 0,36 | La lindanits n'est pas applicable.

Done, les deur variances V(X1) et V(Xz) ne dépendent pas du mede de tinage mais la vaniance de lo. somme 80 ..




Correction de PROBABILITES - Fiche 2 page 3

@ 1. P(Xx=3)=1-(02+03) =05
donc E(X) = 0,2x1+0,3%x2+0,5%3 = 2,3
et V(X) = 02x(1-2,3)2+0,3%(2-23)?+0,5%x(3-2,3)% = 0,61

2. E(Y) = EGBX) = 3E(X) = 3x23 = 69
V(Y) = V(3X) = 32V(X) = 9x0,61 = 549 — Outttention au cans |

® ¢ Ottention | Pos de lindanits owr les deants types...
X et Y sont indépendantes

donc V(X +Y) = V(X)+ V(Y) — On calewle d’abord. la. variance awee o lindarite donnde por € indépendance. ..
=3%+42 =125
donc o(X+Y) =+f25 = 5. — ... puis on en daduit 'deant type.

¢ X et Y indépendantes

donc 2X et —Y indépendantes

donc V(2X-Y) = V(2X) + V(-Y)
22V(X) + (1) 2 V(Y)
4x9 +16 = 52

¢ V(-3X+1)

(-3)*V(X)
9x9 = 81

X prend les valeurs entiéresde 1 a 7 )
donc X +Y prend les valeurs entiéresde 1 a 57.

Y prend les valeurs entiéres de 0 et 50,

2. ¢ D'unepart, X suit laloi uniformesur {1;2;3;4;5;6;7%},donc

E(X) = %xl+%><2+%><3+%><4+%><5+%><6+%x7 — Qu'on peut denine %(1+2+3+4+5+6+7).

=4
¢ Drautre part, Y suit la loi binomiale @ (50 ;%) ,donc E(Y) = 50><%: 125.

¢ Onendéduit: E(X+Y) = E(X)+E(Y) = 4+125 = 16,5.

@ ¢ Posons X; la variable aléatoire qui donne le gain du premier lancer.

E(X) = %x1+%x2+%x3+%x4+%x5+%xe =35

Les 10 lancers représentent des expériences aléatoires identiques,
donc, si on note X; la variable aléatoire qui donne le gain du i “™ lancer, ona E(X;) =E(X;) =3,5.

Onaalors :

E(G) = E(X1+Xo+ ...+ Xp0)
E(Xy) + E(Xp) + ... + E(X10) par linéarité de I'espérance
= 10x35 = 35

¢ V(X))

Bx(1-35)2+2x(2-35)2+2x(3-35)2+2x(4-35)7+2x(5-35)7 +2x(6-35)?
= 2,91666... — Pour ne pas auvoir de problime avee U anondi ginal, je garde la valeur exacte A vigule.

V(G) = V(X1 +Xo+ ...+ Xyo)
= V(X)) + V(Xp) + ... + V(X10) car les 10 lancers représentent des expériences aléatoires indépendantes
= 10%2,91666... = 29,1666...

etdonc o(G) = \V(G) = [29,1666... ~ 540.

1. Laloi de probabilité est : K 0 | 1
P(X=k) | 08 | 02

On en déduit :
E(X) = 0,8x0+02x1 = 0,2
V(X) = 0,8x(0-0,2)2+0,2%(1-02)% = 0,16.

2. Odtention & ne pas considdner que lo. népétition va multiplion X par 100 ...
Posons la variable aléatoire X; qui compte le nombre de succes (il y en a. O ou. 1 1) de la i ®™ répétition de I'expérience de Bernoulli, pour 1 <i<100.
Le nombre total de succes est alors mesuré par X; + Xp + ... + Xi0o
+ Chaque expérience est identique a I'expérience de la question 1. donc E(X;) = E(X) =0,2.
etona E(X;+Xp+ ...+ Xy0) = E(Xq) + E(X3) + ... + E(X100) par linéarité de l'espérance
= 100 E(X) = 100x0,2 = 20
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*

Chaque expérience est identique a I'expérience de la question 1. donc V(X;) = V(X) = 0,16 .
etona V(Xi+ X+ ...+ Xg0) = V(Xq) + V(Xp) + ... + V(Xq00) car les expériences sont répétées de maniere indépendante
= 100 V(X) = 100x0,16 = 160

On nefoit les dewn questions précddentes en neplagant 0,2 par p et 100 par n:

E(X) = (1-p)x0+pxl=p

V(X)

(1-p)x(0-p)2+px(1-p)?
(1-p)p*+px(1-p)?
(1-p)(p*+px(1-p))
(1-p)(p*+p-p?)
p(l-p)

E(Xi+Xo+ ...+ X5) = E(Xy) + E(X) + ... + E(X,) par linéarité de I'espérance

V(X + X+ ...+ X,)

=nEX) =np.

V(X1) + V(X2) + ... + V(X,) car les expériences sont répétées de maniéere indépendante
nV(X) =np(1-p).

On retrowve €'espérance of la variance d'une variable aléatsine qui suit une loi binomiale B(n;p).

Ce qui n'est pas dtonnant puiequ on o. wépéts une expérience de Bornoulli de manidne inddpendante...

E(M1) = 0,04x0+0,08x1+0,12x2 + 0,28x3 + 0,25%4 + 0,17x5 + 0,06x6 = 3,37

Lo passage de la vaniable My mesurant le nombne de machines vendues 4. la variable Ry meswwant le gain comespond d une multiplication pax 5 000 .

E(R;) = E(5000M;) = 5000x3,37 = 16 850
Sur une longue période, on peut espérer en moyenne un résultat de 16 850 € chaque mois.

Le variable R, est dainie implicitement...

E(R;) = 4xE(R;) = 4x16 850 = 67 400

Le résultat mensuel total Rr est mesuré par R +R, . — Pour gaciliten lo. nédaction, vous pouveg nommer une variable aliatoine.
E(RY) = E(Ri*+R;) = E(Ry) + E(R,) = 16 850 + 67 400 = 84 250

Donc, I'espérance du résultat mensuel total de I'entreprise est de 84 250 €.

Lo problime nessemble beaucoup au @) mais attention, le passage du. mensuel & Uannuel ne covzspond. pas & une multiplication pox 12 !

C'est une ndpétition 12 fois de ce qui se passe en un moie.

La. distinction n'est pas impontante poun Uespirance mais olle est essentiolle pour la voniance (et donc U'dcont type).

*

E(X) = 0,02x0+0,08x1 +0,3x2 + 0,25%x3 + 0,15%4 + 0,12x5 + 0,08x6 = 3,11
Donc, I'espérance du nombre mensuel d'appartements vendus est 3,11.
On répete I'expérience aléatoire chaque mois.
Donc, I'espérance du nombre annuel d'appartements vendus est :
E(X+X+..+X) = E(X)+E(X) +... + E(X) par linéarité de l'espérance
= 12 E(X) = 12x3,11 = 37,32.
V(X) = 0,02x(0-3,11)%+0,08x(1-3,11)%+0,3x(2-3,11)?+0,25x(3-3,11)?+0,15%x(4-3,11)?+0,12x(5-3,11 )2+ 0,08x(6—3,11)?
= 2,1379
Donc, la variance du nombre mensuel d'appartements vendus est 2,1379.

On répete I'expérience aléatoire chaque mois et on a constaté que les ventes des mois successifs étaient indépendantes,
donc, la variance du nombre annuel d'appartements vendus est :

V(X+X+..+X) = VX)+V(X)+..+V(X)
= 12x2,1379 = 25,6548 .

On en déduit que I'écart type du nombre annuel d'appartements vendus est \/25,6548 ~ 5,065 .

Le possage de la. variable oléatoine meswant le nombre annuel d'appastements d Lo voriable aléatoire mesurant le qain est pan contre bien une multiplication
pax 1 000 .
Puis, le passage A la variable oléatoine meswant le béndhice conmrespend d une ssustroction de 15 000.

*

*

L'espérance du bénéfice annuel de I'agence est 1 000 € x 37,32 — 15000 € = 12 680 €.
L'écart type du bénéfice annuel de I'agence est 1 000 € x 5,065 = 5 065 €, arrondis a 1 € prés.




