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Correction de COMPLEXES - Fiche 1

Navigation vers les corrections: @ @ @ ® ® @ ® W ® ® ® ©® @ @

®

2z o wne pontie imaginaire M’gaﬁue done My est sous Lose des abscisees.

2z, et zs sont opposes done M, et Ms sont é%m.éfniﬂuuzé pon nappont d Q'eru'gcm
On peut done plocer My cax un sewl des dewr points d un symétrique.
Eton en déduit Ms .

zs et zg sont opposés, +
done My et Mg sont les dewx seuls points A%M’w o npstonts (sun Caxe des abscisses). 26
Comme Re(zs) > Re(z1) , My ne peut e a gouche. On peut done le placer d dasite.

Puis placen Mg .

27 = z; done i est dgal & son conjugué
done My st son propre symétigue por nappert o Caxe des abecisses. On peut le placer.

z; et zz sont conj %u,éé
done My et Mz sont les dewx points nestants, é%mébvmvuu pax napport d Lose des abscisees.

Comme 1M(zs) > Im(z1) , My st plus haut que My . On peut dsnc placer M; . puis Ms .

+ z5
+ Z3
+ +=
Z7
+ V4l
+ V)

= j2022

= i4><505 +2
= (i4)505)<i 2
= 1505x (71)
=

. z = i 1301

= i4><325 +1
= (l 4)325Xi 1

=i

— (7|) 3108

- (71) 3108)<i 3108
1x | Ax777

= (i4)777

=1

.oz = @)
= 211Xi11
= 2048Xi4x2+3
= 2048xi®
= -2048i
1

¢ %= 89 -

= i4391
jax(222)+3
= s

o ztz = (1-51)+(2+3i)=3-2i HJngpemPMmmwu 1 et 2 ot les panties imaginaires —5i et 3i.

e z—z = (1-5)—(2+3i)=1-5i-2-3i = -1 -8i

o zzp = (1-51)(2+3i) — Je développe.
= 2+3i-10i - 15 — Jenepire i quiva devenin —1 .
=2-7i+15
=17-7
R -
zZ1 1-5i
_ 1(1+5i) o o . L .
= 1o51)(1+5) HJamuﬂﬁp&zenm@dmbMpmﬂewr%ugu 1+5i du dénominateur 1 —5i .
= ]?'2:%'2 — O dénominateur, i'appligue Q. nowvelle identits nemarquable (a+ib) (a—ib)= a’+b?.
1,5
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Z1
22

2z
P4l

22 _

3

__1

2+3i
___1(2-3i)
(2+3i)(2-3i)
_ 23
To22+3

2_ 3,

13 13

_1-5i
2+3i
_ (1-5i)(2-3i)
(2+3i)(2-3i)
2-3i - 10i + 1512
2+ 3
~13 - 13i
13
-1-i

_2+3i

T 1-5i

_ (2+3i)(1+5i)

T (1-5i)(1+5i)

2+ 10i + 3i + 15i2
12+ 52

1
-
|
|

2= (2+3i)?

= 22+ 2x2x3i + (i)
= 1+12i+3202

= 1+12i-9

= 8+12i

f=(1-51)
= 13+ 3x12x(=51) + 3x 1 x(=5i)2 + (-5i)°

= 1-15i+3x2512— 125i%
= 1-15i—75+ 125i
= 74+ 110i

— Miéme tochnique de multiplion en hawt et en bas pox le conjugus du dénominatowr.

— Méme technique de multiplion en haut et en bas pax le conjugué du densminateur.

Ou, awee le caleul pricédent :

a__1
pal *1*i
- —1+i
(-1-i)(-1+1i)
L+
(71)2_'_12
:7l+li
2 2

— J appligue Uulile identits remarquable (a+b)*=a’+3a’h +3ab’+b°.

— Quttention, i2 v devenin —1 mais i° va devenin —i.

® . Mathode 1 : en utibisant dewr poie 0'idontits remarguoble (a+b)?=a?+ 2ab+b?

E4

Mathode Q : en utitisant Uidentité nemonguable (a+b)*=a®+3a% +3ab”+b* of U'identité emarquable (a+b)°=a’+2ab +b?

E4

= (3+i)°

= ((3+1)?)%(3+1)
= (9+6i-1)2(3+i)
= (8+6i)%(3+i)

= (64+96i—-36)(3+i)
(28+96i)(3+i)

84 + 28i + 288i—96
-12 + 3161

= (3+i)°
= (3+i)*(3+i)?

= (27+27i-9-i)(9+6i-1)

(18+26i)(8+6i)
144 + 108 + 208 — 156
12 + 316i
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21

dthode 8 : en utilisant 'identits emanguable (a+b)°=a®+5a’n +10a? + 10a’h® + 5ab” + b°
dont lzs coeppicionts s obtiennent avee le triangle de Pascal

= (3+i)°

= 3%+ 5x3%i + 10x3%i% + 10x3%xi® + 5x3xi* + i°

= 243 +405i 270 - 90i + 15 +1i

= -12 + 316i

I W g 'y

o bW
-

o
-

DW=

ob =

[1

. Co
. Ce

wection non détaillée : z, = 8i
wection non détaillée : zz3 = -527 + 3361

® P(iN2) = (iV2) - (2+iV2 ) (iV2)2+2(1+i2 ) i2 -2i\2

donc

= BE2)Y-(2+i2)i2N2)2+(2+i 22 )inJ2 —2i42
= 22 +(2+i2 )x2+if2 +i22x2-2i2
= A2 +4+in2 +in2 —4-2i2
=0
i\J2 estune racinede P.

for n in range(101) :
z = complex(3*n,1)*complex(-75,n)
if z.imag==
print(n)

La seule valeur affichée est 5.

(3n+i)(-75+in)=-225n+i3n?-75i—n
=-226n+i(3n°-75)

Donc, (3n+i)(-75+in) réel < 3n?-75=0
< n?=25
< n=5o0un=-5
Les valeurs sont 5 et -5.

@ 1% méthode - o caleule sous fome algibnique puis en conjugue

.z

.z

_ 5+2i
T (5-2)(5+2)
5+2i
25+4

=(1+3i)(2-1)
= 2—i+6i-37
= 5 +5i

donc z=5-5i .

. =

2-i
_(1+50)(2+10)
To(2-i)(2+i)
_2+i+10i+1i2
22412
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52
(5+2i)(5-2i)
5 2.

29 29'

= (1+31)(2-1)
= (1+30) (2-1)
= (1-30)(2+1)
= 2+i-6i-3i

= 5-5i

2—i

1-5i

2+i

1-5i)(2-i

(2+i)(2-1)

_2-i-10i+#
22+ 12

— Foumule z12,= 212, .

2.

7=2i(z-z)

donc Z = 2i(z-z2)
2i (z-2)

2 (z-2)

2i(z2-7)

2i(—z+z)

2i(z-z)
=z

On en déduit que Z est réel.

Z=i(z-2)

donc Z = i(z-2)

T(z—?)

= i(z-2)
Si(z-2)

=i(-z+2)

=i(z-2z)
=Z
On en déduit que Z est réel.

=7

— Foumule z12,= 212, .

—Foumule z+z = z+2z.

—Fomule z = z.

— Je distribue le — .

On en déduit que Z est imaginaire.

On peut voir gue Z st néel en utilisont lo forme algebrique de z
(mais ¢a ne népond pas 4. la. consigne) :

Posons z=x+iy avec x et y réels.
Alors: Z = 2i(z-z)

2i (x—1y —x—1y)

2i (-2iy)

= 4y qui est bien réel
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1.

(3+2i)z+51-3 =7-i
< (3+2i)z=7-i-5i+3
< (3+2i)z=10-6i

o 2= 10 — 6i
T 3+2i
<:>Z=g1076i)(372i]
(3+2i)(3-2i)
= z=§*§i
13 13
18 38.
=g =2 20
Donc: ¥ {13 13|}
diz+2i=l-z+i
S bdiz+z=1+i1-2i
S (1+4i)z=1-i
_ =i
AR T
o 2= (1-i)(1-4i)
(1+4i)(1-4i)
- _1-4i-i+4i®
Z——12+4z
<:>z=7ifii
17 17
3 5.
=g 2 2
Donc: ¥ ={ 717

3z2+1-2i =4-3i-2iz
& 3z+2z=4-3i-1+2i
< (3+2i)z=3-i
3-i
3+2i
o 2= !3—i_![372i.!
(3+2i)(3-2i)

7.9,
13 13

7 9

Donc : ,(//={137Ei}.

= z =

= z =

1+z=2i-2z
z+2z = -1+2i
3z = -1+2i

¢ 0000

z=—-=+=i

373
Donc : I/’:{f%+%i}.

1
z+i

N
+

=1

o oz+ 1= z+i
& z—z= -1+
< 0 = -1+i :impossible

Donc: Ye=0.

— On dlimine de chogue c8té + 5i — 3, comme dane les dquations nsolles.

— On dlimine de chaque c8 lo. multiplication par 3 + 2i avee une division par 3+ 2i de chague ctz.

1+2z=2(i-z) — Egalits dos produits en casiv.

< (z+i)(z-i)=0 — Jappligue Uidentits nemarguable : a+b’=(a+ib) (a-ib).

< z=—iou z=i

Donc: & ={-i;i}

22=-25 — Qvttzntion d ne pas dire que ¢ est impossible cax un camd ne pewt pas St négatif I

o 2+52=0

< (z+5i)(2-51)=0 — J applique Uidentits nemarguable : a>+b’=(a+ib) (a-ib).

< z=-5i ou z=5i
Donc: & ={-5i;5i}
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A=1

< z4-1=0

o (A)P-12=0

o (A+1)(£-1)=0 — Tdentits nemanguoble habifuelle a’—b*=(a+b)(a-b) avec a=2 ot b=1.
o Z+1°=0o0u 2-12=0

& (z+i)(z—i)=0o0u (z+1)(z-1)=0

< z=iouz=-iouz=1ouz=-1
Donc: ¥ ={1;-1;i;-1}

A= (-4 -4x1x8=-16 <0

donc il y a deux solutions complexes conjuguées — 4 2:'1 16 - 2+2i et 2-2i.

A= (-2 4x1x3=-8<0

donc il y a deux solutions complexes conjuguées jﬁ)%g =1+i4/2 et 1-i42 .

A=(-6)’—4x1x10=-4<0
donc il y a deux solutions complexes conjuguées jﬁ)%@ =3+iet3-i.

Onpose Z=2z2.

Alors :
24 +222-8=0
o Z2+27Z-8=0

Le discriminantde Z?+2Z—8 est A =22 —4x1x(-8) =36>0

donc Z?%+2Z—8 posséde deux racines réelles 2+y36 _, et 236 _ 4
2x1 2x1
donc I'équation est équivalente a :
Z=2o0u Z=-4
o 22=2 0u =4
< z=4/2 ou z=-4/2 ou z=2i ou z=-2i — Ovttention & ne pas wn@wwQaélwWﬁonendwan‘toau'uncwwimpwtém M’xaa%l
Donc % = {2 ;2 ;2i;-2i}.

L 4i13=0
z5 z
1 4z 1377
L= ===
< 27 0

1-4z+132% _
= z—2—0

o 1-4z+1322=0 — Rappelions le théondme du. quetiont nul : §:O®A=O

A= (-4)? - 4x13x1=-36 <0 — Quttention, le coeppicient dominant n'est pas 1, ¢'est 13...

. . Lo o (A+iy36 2 .3 2 .3
donc il y a deux solutions complexes conjuguées 2x13 =13 +i 13 et EN i 3

—_ 3 2
PCD) = (‘11) 2* 2I(‘g) -1 Petite explication pow adsoudie un systime de & dquations & 3 tnconnues -
= 142-1= N
- on géle une dquation, ici lo 3™,

donc -1 est une solution de I'équation P(z) =0 .
- awee les tois autres, on trowe les valeuns de a, b et C .

(z+1)(az’+bz+c) = az®+bz?+cz+az’+bz+c Obttention, € dquation golde pewt dire udripide ou non pox les trois valewrs.
=a+(b+a)+(c+b)z+c. - - St olle st vinipide, Ges tiois vollewns Browsdes orment Lo triplet solution,
a+(b+a)z2+(cH+b)ztc = 2+22-1 - sielle n'ost pas vénifide, le systome est impessible ef n'a. pas de solufisn.
a=1 a=1 a=1
o ]b+a=2 b=1 - ~
donc, par identification : c+b=0 & c+b=0®{2:11 car 1+(-1)=0.
c=-1 c=-1 T

P(z) =0
o (z+1)(2+2z-1)=0
& z=-1ou 22+z-1=0
Le discriminant de z2 +2z—1 est A=1>—4x1x(-1)=5>0

1+45 _-1+45 ot “1-45
2x1 2 2

donc 2% +z—1 posséde deux racines réelles

Donc: ¥ ={-1; 7144-25 ;714725} . — Une gquation d'inconnue comploxe dont towtes les solutions sont réelles.




Correction de COMPLEXES - Fiche 1

page 7

®

a.

P(3) = 33— 7x3%+25x3 -39
=27-63+75-39=0
donc 3 est une solution de I'équation P(z) =0

donc P(z) s'écritsous laforme (z—3) (az®+bz+c) avec a, b et ¢ réels..

(z-3)(az?+bz+c) = az® +bz? + cz—3az* — 3bz—3c
az’+(b-3a)z®+(c—3b)z-3c

qui est égal a z° — 722+ 25239,

a=1 a=1 _
o poza=7 b=—4 a=1
donc, par identification: § . 4 _ o5 <\ ¢ =05 & T
-3c=-39 c €=
P(z) =0
& (2-3)(22-4z+13)=0

& z=3 ou 22-4z+13=0

Le discriminant de z° — 4z + 13 est A = (-4)*—4x1x13=-36<0

donc z%—4z+ 13 posséde deux racines complexes conjuguées jﬁ)%@ =2+3i et 2-3i.
Donc: ¥ ={3;2+3i;2-3i}.

b=-4 car 13-3x(-4)=13+12=25.

Contrainement auwr deur exencices pricédents. on ne donne pas lo. valeur qui penmet de pactoniser.
Mais on voit quand méme wne solution dvidente...
23=1
< z8-1=0
1 estune solutioncar 1°-1=1-1=0
donc z*—1 peutsécrire (z—1)(az?+bz+c),avec a, b et ¢ réels.

(z—1)(az?+bz+c) = a®+bz2+cz—azt—bhz—c¢
=at+(b-a)z2+(c-b)z-c.

quiestégala z°—1,
donc, par identification :

Donc :
2£-1=0
o (z-1)(£+2z+1)=0
o z=1louzZ2+z+1=0
Le discriminantde z2+z+1 est A=12—-4x1x1=-3<0

donc z? +z+ 1 posséde deux racines complexes conjuguées %E = —% +i et —%— i
1,3, 1 48
= =4 L= .
Donc: & ={1;-5+i—=;-5-i-}
Qamawuu que —1 est une elution dvidente.
—1 estune solutioncar (-1)3+1=-1+1=0
donc z*+1 peutsécrire (z+1) (az?+bz+c),avec a, b et ¢ réels.
Or (z+1)(az?+hbz+c)= azt+bz>+cz+az2+bhz+c
=af+(b+a)+(c+b)z+c
qui est égala z°+1,
a=1 _
d identification : 4 © ¥ 350 ¢ g oos
onc, par identification : | ., '_ etdonc
c=1
2+1=0
o (z+1)(22-z+1)=0
< z=-1lou Z2-z+1=0
Le discriminant de z°—z+ 1 est A =(-1)*—4x1x1=-3<0

donc z?—z+ 1 posséde deux racines complexes conjuguées M = % +i 32E et %— i 326 .

2x1
gp=gr_q1-1 -ﬂ-l_-ﬂ
Donc: & {1,2+|2,2 |2}.

ze=1
6 —
<z -1=0
o (32-1%2=0
o (£-1)(Ff+1)=0
o 22 1=00uz+1=0
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< z=1ou z=—%+i32E ou z=—%—i32E ouz=-1 ou z=%+i32§ ou z=%—i32E d'aprés a. et b.
1,..43. 1 4B 1,.4/3.1 .43
.= .= = c1 = [
Donc: ¥ ={1; SHiToi -5 |2,1,2+| 05 |2}.
1
L +
s V3o
| 2
1 1 On constate que les six eolutions sont les
-3 o 3 . appines des sommets d'un hexagone négulien.
A : 0 1
f o _ 1_ s 3_. =
Vous aureg bien six nemargué que 5=cos3 et 32C—sm§.
V3 Caoﬂw.wwm penser que la. tugonemétric a un lien avee les complones...
T2
S TTENt STPECRITES +
,1 -

Posons z=x+iy avec x et y réels.  — Oitfention & penser & précisen que X et

2z-3iz—1=0
< 2(x+iy)=3i(x—iy)—-1=0
& 2+ 2iy—3ix-3y—1=0 — Qittention o signe de 3y |

< 2X—3y—-1+i(2y—3x)=0
pemwﬁewmpﬂwz 2X—3y—1+i(2y—3x) soit nul,

y sont ndels sinon la. suite n'a pas de sens.

€ pout que so. pantie ndelle 2X — 3y — 1 et éa partie inaginaie 2y —3X eoient nulles.

2x—-3y—-1=0
{ v 3x=0 — On vous laisse nésoudne ce simple systime pax substitution ou. combinaison linfa.ire.
y = oX=
__2

- 5 — Quttention, vous n'aweg pas townd deun selutions...

y= 7% Veous aweg trouné lo. pontie ndelle et la partie imoginaine d'une seule solution complene.

2 3.

g _&_ 2

Donc: % ={ 5 gl }.

Posons z=x+iy avec x et y réels.

z=iz
X+iy=i(x—iy)
X+iy=ix+y
X—y+iy—ix=0
X—y+i(y-x)=0

x-y=0
{yfxzo

y =X

= { — On obtient deus gois la. méme dguation |

y=X
o y=X

¢ ¢000

Donc, I'ensemble (E) est la droite d'équation y = x , c'est-a-dire la 1*° bissectrice.

On ne demande pos de nisoudne, done pas bessin de dsnner .
Tant mieur car il n'est pas aguéable o denine - S ={x+ix;x e R}.

Je pose z=x+1iy avec x et y réels.

z+iz=0
< x+iy+i(x—iy)=0
C>X+W+Wﬁy=0
< Xx+y+i(x+y)=0
{x+y=0
<

x+y=0
& x+y=0

Donc, I'ensemble (F) est la droite d'équation x +y=0.
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< M(2) =M (2)
& z=7

& z=iz

< z—-iz=0

& z(1-1)=0
& z=0

5. Posons z=x+iy avec x et y réels.
22 —42-5=0
& (x+iy)2—4(x—iy)—5=0
& x2+2ixy —yi—4x+4iy-5=0
& x2-y?—4x—-5+i(4y+2xy)=0
{xz—y2—4x—5:0
4y +2xy=0
Voici une sttuation bien compliguée...
L. 2™ douation semble plus abendable avec son pacteun commun dvident, laissens tranguille lo. 1 powt le moment
{xz—y2—4x—5:0
2y(2+x)=0
{xz—y2—4x—5:0
2y=0o0u 2+x=0
{x27y274x75=0
=4
y=0ou x=-2
& astuce consiste ici & découper en dews systimes :
{xz—yz—Ax—Szo {xz—y2—4x—5=0
ou
y=0 X=-2
Remplacons y par 0 dans le premion systame et X par —2 dans le second. :
{x2—02—4x—5:0 {(72)27y274><(72)75:0
ou
y=0 X=-2
{x2—4x—5:0 {y2:7
= ou
y=0 X=-2
x=5ou x=-1 =4/7 ou y=—]7
& { 0 ou{y \/; y=\7 — L'dquation X*—4x-5=0 o ¢t rdeolue avec le discriminant.
y= X =—
{X=5 {Xzfl {y:\/_Y {y:w
< ou ou ou
y=0 y=0 X=-2 X=-2
Donc: & ={5;-1;-2+i7;-2-if7}.
® 1. A apouraffixe i (3+i)=-1+3i.
B' a pour affixe i (—2i)=2.
C' apouraffixe i (-1)=-i.
T0 semblonait que le triangle ABC ait it
5 5 towns pour donner le triangle A'B'C'.
Tty a peut-8tre une notation devitre tout ca...
..... e
2. M (2) invariant

Dong, il n'y a qu'un seul point invariant de coordonnées (0;0). — Ve senait-ce pas le contne de lo. notation 9...
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3. Méthode 1 : en utilisont la forme algibrique de z
Posons z=x+iy avec x et y réels.
M (x+iy) e (E1) < sonimage M' aune affixe i (x+iy) réelle
< —y+ix estréel — La pantie néelle est —y + 1 et lo. partie imaginaine est X .
< x=0 — 10 paut que lo. pontie imaginaine soit nulle.
Obttention, on n'a pas trouvé O cemme unigue solufion |
On o trowd wne infinité de eolutions puisque, pendant que X est hind & 0,y prend toutes les valeuns néelles...

Donc, (E:) est la droite d'équation x =0, c'est-a-dire I'axe des ordonnées.
Méthode 2 : en ufiisant ta. conactinsation por le conjugué : z réel < z=z
M (2) € (E1) < iz réel

e liz=iz C'est une mathode classique

oizz iz —> L conjugué de i est —i et le conjuguéde 1 est 1. qu'il paut connattne.

o iz4i2=0 Mais & paut avouer qu'elle

o i(2+7)=0 plus longue que la. premigre.
zrz)= Et en plus, elle ne fonctionne

& z+z=0 pas pour lo. question suivante...

& z=-2

< z estimaginaire  — C'ost ' autre caroctinisation pax le conjugué : z imaginaire < z =z

< M est sur I'axe des ordonnées.
Donc, (Ei) est I'axe des ordonnées.
4. Méthode 1 : en utilisont la forme a@gébuq,m de z

Posons z=x+iy avec x et y réels.
M (x+iy) e (E;) < sonimage M' aune affixe i (x+iy) imaginaire
< —y+ix imaginaire
< —y=0 —> T paut que la. partie ndelle soit nulle.
< y=0 — L4 encone, une infinité de eolutions.
Donc, (E,) est ladroite d'équation y =0, c'est-a-dire I'axe des abscisses.

Méthode 2 : en whilisont la. caroctinisation par le conjugué = z réel < z=z

M (2) € (E1) < iz imaginaire

e liz=-iz C'est une méthode classique

oiz=iz — Loconjuguide i est —i et leconjuguide 1 est 1. ou' i gaut connaibee.

e iz iz=0 Mais & pawt avouer qu.’elle
i _)—0 plus longue que la. premizne.

< Wz=z)= Et en plus, olle ne gonctionne

& z—2z=0 pas pour lo. question suivante...

o z=z

< z estréel — Clost Uautre caracitrisation pax le conjugus : z imaginaire < z =z

< M estsur I'axe des abscisses.

Donc, (E;) est l'axe des abscisses.

La. transpormation t est en effet la nototion de centre (% ; %) , d'ang@e % dans le sens direct.

-3
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1. A" apouraffixe (3+1)+i=3+2i.
B' apour affixe (-2i)+i=-i.
C' apour affixe (-1)+i=-1+i.

2. M (2) invariant
& z=z+1
< 0=1 :impossible

Donc, il n'y a pas de point invariant.

3. Posons z=x+iy avec x et y réels.
M(x+iy) e (E1) < (x+iy)+i réel
< x+i(y+1) estréel
&S y+1=0
S y=-1

Donc, (E:) est la droite d'équation y=-1.

4. Posons z=x+iy avec x et y réels.
M(x+iy) e (E)) < (x+iy)+i imaginaire
< x+i(y+1) imaginaire
< x=0

Donc, (E,) est ladroite d'équation x = 0, c'est-a-dire I'axe des ordonnées.

0
Lo tranegoumation t est en ehet la. tanslotion de vectoun ( 1) .

Tout porte & croine que le triangle ABC o. ¢t
tanslote.

@ 1. A apouraffixe i (2-i)+1=2i+1+1=2+2i.
B' apouraffixe i(3+i)+1=3i-1+1=3i.
C' apouraffixe i (2i)+1=-2+1=-1.

4

On voit en particulion que les quatre points de lo.
drsife d'dquotion y =1 ont fous lewns images
sun 0'axe des ordonnies.

T0 semblonait que le triangle ABC ait it
towns pour donner le triangle A'B'C'.
Tty a peut-8tre une notation devitre tout ca...
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M (2) invariant

M (2) = M' (2)

z=Z

z=iz+1

z—iz=1

z(1-i)=1
1

z7=—

1-i

¢t 00000

_ 1+i
T(1-i)(1+i)
1..1

=4 Z:E+i5

¢

z

Donc, il n'y a qu'un seul point invariant de coordonnées (% ;

NI

). — T sewit-ce pas le centre de la notation ...

Méthode 1 : en wtilisant la. forme alglonique de z

Posons z=x+iy avec x et y réels.

M (x+iy) e (E1) < sonimage M' aune affixe i (x+iy)+1 réelle
< —y+1l+ixestréel  — La poxtic nolle est —y + 1 et la pontic imaginaire est X .
< x=0 — T paut que lo. pantie imaginaine s6if nulle.

Obttention, en n'a. pas trouvé O comme unique selution |

On a towd une infinits de solutions puisque, pendant que X et find 8.0,y prend. toutes leo valeuns ndollee...

Donc, (E:) est la droite d'équation x =0, c'est-a-dire I'axe des ordonnées.
Méthede 2 : en whilisont la caractinisation par le conjugué = z réel < z=z

M(z) e (E1) < iz+1 réel

Siz+tl=iz+1 C'utwm@ﬂwdacméw

iz+1=-iz+1 — Loconjuguide i et —i ot loconjuguide 1 est 1. '@ pawt connaitee.
241720 Mais @ ot aveuer qu’elle
plus longue que la. premigre.
Et en plus, elle ne ponctionne
z+2z=0 pas pour lo. question swivante...

i(z2+2)=0

zZ=-z

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ O

z estimaginaire  — C'est L'autre caractiuisation pax le conjugué : z imaginaire < z =z
< M estsur l'axe des ordonnées.

Donc, (Ei) est I'axe des ordonnées.

Méthede 1 : en utitisant la. poume algibrique de 2

Posons z=x+iy avec x et y réels.

M (x+iy) e (E;) < sonimage M' aune affixe i (x+iy)+1 imaginaire

< —y+1+ix imaginaire

& -y+1=0 — 10 paut que la. partie ndolle soit nulle.

o y=1 — La encone, une inhinité de eolutions.

Donc, (E,) est la droite d'équation y=1.

Lo méthode 2 ne onctionne pas can z et 2z ne peuvent canctinieen la. droite d dguation y=1.

, . 1.1y g0 n o
La transpermation t est en effet la rotation de centre ( 5i5) dangle _
dans le sens direct.

On veit en panticulior que les quatre points de la dwite d'dguation y =1 ont
tous lewns images sun {'ane des endonndes.
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1. M@el
o z2%=z
< z2-2=0
< z(z-1)=0
< z=0o0uz=1

Donc, TI'; est I'ensemble des points de coordonnées (0;0)et(1;0).

2. Posons z=x+1iy avec x et y réels.

M(x+iy)ely < (x+iy)? estréel
& X —y? + 2ixy estréel
& 2xy=0
< x=0o0uy=0

Donc, (E) est la réunion des droites d'équations x =0 et y =0, c'est-a-dire de I'axe des abscisses et I'axe des ordonnées.

3. Posons z=x+iy avec x et y réels.

M(x+iy)el < (x+iy)? estimaginaire
< x> —y?+ 2ixy estimaginaire
o X¥—y?=0
< (x-y)(x+y)=0
& x-y=0ou x+y=0

Donc, (E) est la réunion des droites d'équations y=x et y=-x.

1. M (z) invariant
& =z
o Z2+4z+3=72
< 22+32+43=0
A=3-4x1x3=-3<0

Donc, il y a deux solutions complexes conjuguées L;x'lg =3, i ﬁ et 3 i 325 .
)

2
: : L . A3 3. 3
Donc, il y a bien deux points invariants, de coordonnées (- ; > ) et (—E i—

Njw

2. M(x+iy) e (E)
< 2%+ 4z+3 estréel
& (x+iy)2+4(x+iy)+3 estréel
& X2 y?+ 2ixy + 4x + 4iy + 3 est réel
& (XE—y?+4x+3)+i(2xy+4y) estréel
& 2xxy+4y=0
< 2y (x+2)=0
< y=0o0u x=-2

Donc, (E) est la réunion des droites d'équations y=0 et x=-2.

Partie A

1. Lediscriminantde x*+x+1 est A=12—-4x1x1=-3<0
donc le polynéme x? + x + 1 n'a pas de racine et ne s'annule pas sur IR.
Donc f est définie pour tout x de R.

lim x*=+w et lim (x+1)=+c0,doncparsomme, lim (X*+x+1)=+cw
X—+o0 X—+0o0 X—+o0

2 lim X =+

X—+oo

donc, par composition, lim f(x)=+o0.
X—+o0

d = (1+i+L
. X+X+1_X(1+x+x2)

lim x*=+w et lim (1+1+£2)=1 dong, par produit, lim (x*+x+1)=+o0
X—>—0 X—>—0 X X X——00

lim A/X =+

X—+o0

donc, par composition, lim f(x)=+o0 .

X——00

3. fdelaforme \/u avec u:x+>x2+x+ 1 dérivable strictement positive sur R et u' (x) = 2x + 1.

Donc f'=—4—

2fu’

donc, pourtout x e R, f'(x) = x+1

2\/x7+x+1 '
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a 0
L’écriture matricielle de a est (O a).

4. P0urtoutx:s1R,2\/x2+x+l >0,
donc, f'(x) estdusignede 2x+1.
X —o0 -1/2 +00
signesde 2x +1 - +
signes de f'(x) - + | 7 I
—_— = _— 2 —_—
+o0 o | f=3)=A[(3P (-3 + 1
variations de f 3 ﬂ
312 N4 2
Partie B
1. A" apouraffixe (20)°+2i+1=—4+2i+1=-3+2i.
: e (LLeiBhye, LBy, o1 B 31 3
B' a pour affixe (—2+| > ) +(—2+| > )+1-4—| > —4—2+| > +1=0.
2. M (2) invariant
o z=z%+z+1
o z2+1=0
< z2-i%=0
< (z—i)(z+1)=0
< z=iou z=—i
< z=i car M dans (P) aune affixe de partie imaginaire positive ou nulle
Il'y a donc un seul point invariant dans (P), de coordonnées (0;1).
3. M(x+iy) € (R)
& 72 oréel
& (x+iy)2+x+iy+1 réel
& X2+2ixy—y i+ x+iy+1 réel
o (xP-yiex+1)+i(2xy+y) réel
& 2xxy+y=0
< y(2x+1)=0
& y=0o0u2x+1=0
< y=0o0u x=— L
y 2
Donc, (R) est la réunion des droites d'équations x = —% et y=0.
4. Z' imaginaire
o x2-y?+x+1=0
o yl=xi+x+1
= y=\lx2+x+1 ou y=7\[x7+x+l
o y=4x Z+x+1 car M aune affixe de partie imaginaire positive ou nulle
< y=f(x)
< Me(C)
. . i ) - N 1
5. D'aprés la question 4. de la Partie A, la fonction f admet un minimum > atteinten x = -5
. ) 1.43 : , )
Donc, le point de coordonnées (— 517 ) est le pointde (C) le plus proche de I'axe des réels.
Il a donc pour affixe —%+ i 32E ,C'est B.
Son image est B' d'affixe 0, c'est I'origine.
10
@ a. L’écriture matricielle de 1 est 0 1/ On reconnait la matrice unité 1, d’ordre 2.
-1 0
L’écriture matricielle de —1 est 0 1)
0 -1
L’écriture matricielle de i est .
10
0 -1 0 -1 -1 0
J 2= X = .
10 1 0 0 -1
On en déduit que le carré de 1’écriture matricielle de i est égal a I’écriture matricielle de —1 , ce qui rappelle bien sir que i*=-1.
0 -b
b. L’écriture matricielle de ib est b 0/
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_ a b
L’écriture matricielle de z est ( )

-b a
_ a -b a b a?+b*> 0
L’écriture matricielle de z z est X = . ., ), Clest-a-dire ( a?+b?) 1.
b a -b a 0 a“+b

Ce qui rappelle bien stir que zz=a?+b?.

a -b _ a o0 0 -b 10 0 -1
c. L’¢écriture matricielle de zz=a+ib peut s’écrire + =a +b .
b a 0 a b 0 01 1 0

a -b c —d ac—bd -ad-bc
d. L’écriture matricielle de zz' est + =
b a d c bc+ad -bd+ac

ac—hbd -bc-—ad
=(bc+ad acfbd>

ac—hd 0 0 —bc —ad
=( 0 acfbd>+(bc+ad 0 )

=(ac—hd)Il,+(bc+ad)J
Ce qui rappelle bien siirque (a+ib)(c+id)=(ac—bd)+i(bc+ad).

a -b
e.  Ledéterminant de (b a ) est axa— (—b)xb = a*+ b?.

Or, a®+b? est une somme de deux nombres positifs,
donc pour que a*+ b? soit nul, il faut que a et b soient tous les deux nuls : impossible car z est non nul.

a
Donc, le déterminant est non nul et I’écriture matricielle (b ) de z estinversible.
a

: 1 (2 b
Son inverse est alors ———— .
a“+b* \-b a

. S 1 _  1(a-ib) _ a—ib 1 .
Ceqmrappelleblensurquea+ib-(a+ib)(a7ib)-az+b2-a2+b2(a ib).

S ., .1z _ 1 =
Qu’on peut aussi écrire Sz

zZz zz




