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Savoir ETUDIER DES SUITES AVEC DES MATRICES

Remarques sur les exercices

e L'exercice () étudie le comportement de deux suites (r,) et (c,) récurrentes croisées : g est exprimé en fonction de

r, etde C, et Cpsy estaussi exprimé en fonction de r, etde c,.
Vous découvrirez la notion de matrice de transition qui permet de gérer les deux suites en méme temps.
Les exercices (2) et (3) sont similaires.

e L'exercice @), assez court, utilise des matrices pour étudier une suite récurrente double : Un; est exprimé en

fonction de Uy etde uy,.

e |'exercice (B) est un long probléme ol on étudie la suite de Fibonacci, définie par une récurrence double.
On retrouve des questions d'arithmétique en fin de probléeme.

@ Dans un pays de population constante égale a 120 millions, les habitants vivent soit en zone rurale, soit en ville.

Les mouvements de population peuvent étre modélisés de la fagon suivante :
« en 2010, la population compte 90 millions de ruraux et 30 millions de citadins ;
« chaque année, 10 % des ruraux émigrent a la ville ;
« chaque année, 5 % des citadins émigrent en zone rurale.

Pour tout entier naturel n, on note :

. 1, l'effectif de la population rurale, exprimé en millions d'habitants, en I'année 2010 + n,

. ¢, l'effectif de la population citadine, exprimé en millions d'habitants, en I'année 2010 +n .
Onadonc rp=90 et ¢, =30.

1. On peut exprimer rn,; en fonction de r, etde c, avec r,,; =0,9r, +0,05¢,.
Exprimer de méme c,.; en fonctionde r, etde c,.

2. On considére la matrice colonne U, = (;:) pour tout entier n>0.
Déterminer la matrice A telle que U,.; = AxU, pour tout entier n et donner la matrice Uy .
La matrice A est appelée matrice de transitionde U,.; & U, .

3. Montrer par récurrence que, pour tout entier n>0, U, =A"xU,.

4. a. Alacalculatrice, donner un arrondi de A° en arrondissant les coefficients au milliéme.

b.  En déduire un arrondi de Us et en donner une interprétation concrete.

. . (11
5. a. Soitla matrice P—(Z _1>.

1
3

Montrer que la matrice est la matrice inverse de P . Onlanotera P *.

WIN Wik

1
3

b. Onpose D=P 'AP.
Calculer D a l'aide de la calculatrice.

Démontrerque A=PDP .

o o

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n nonnul, A"=PD"P .
6. a. Donner sans justification la matrice D" en fonction de n .

b.  En déduire que, pour tout entier naturel n, r, =50%0,85" + 40 .
Déterminer de méme I'expression de ¢, en fonction de n.

c. Déterminer la limite de r, etde c, lorsque n tend vers +oo.
Que peut-on en conclure pour la population étudiée ?

d. Déterminer a partir de quelle année la population urbaine aura dépassé la population rurale.

D'aprés Baccalauréat Amérique du Sud 2015
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@ Le droit de péche dans une réserve marine est réglementé : chaque pécheur doit posséder une carte d'accréditation annuelle.

Il existe deux types de cartes de péche :
« une d'abonné (le pécheur n'est pas limité en nombre de poissons péchés) ;
+ une carte bridée (le pécheur est limité en nombre de poissons péchés).

On suppose que le nombre total de pécheurs reste constant d'année en année.
On note, pour I'année 2017+n :

+ a, la proportion de pécheurs possédant la carte de péche d'abonné ;

+ b, la proportion de pécheurs possédant la carte de péche bridée.

On observe chaque année que :
+ 65 % des possesseurs de la carte de péche d'abonné achétent de nouveau une carte de péche d'abonné I'année suivante ;
+ 45 % des possesseurs de la carte de péche bridée achétent une carte de péche d'abonné I'année suivante.

En 2017, 40 % des pécheurs ont acheté une carte de péche d'abonné.
Onadonc a;=0,4 et bg=0,6.

. a
Pour tout entier naturel n, onnote P, = (b"> .
n

1. Pour tout entier naturel n, exprimer a,.; et by, en fonctionde a, et b,.

o ~ . . ., (0,65 0,45
En déduire que P,.;=MP,,0u M est la matrice carrée (0,35 0,55)

2. Calculer la proportion de pécheurs achetant une carte de péche bridée en 2019.

- . . 9 1
3. On définit la matrice carréee Q = (7 _1> :

- . . A . 11
a. Enutilisant la calculatrice, donner la valeur des produits QT et TQ,ou T est la matrice T:<7 _9).

b. Endéduire que Q est une matrice inversible et donner sa matrice inverse Q .
4. a. Montrerque Q *MQ estune matrice D diagonale qu'on précisera.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n nonnul, M"=QD"Q .

En dédui . | | M“-i<9+7x0’2n 9—9><0,2”>
C. n déduire que, pour tout entier naturel n non nul, =16\ 7-7x02" 7+9x02" /)
5. a. Pourtout entier naturel n, donner sans justification I'expression de P, en fonctionde M et Py .

b.  En déduire les expressions explicites de a, et b, .
D'apres Baccalauréat Antilles-Guyane 2018

@ Parmi les 500 ordinateurs d'un parc informatique, 60 % présentent des failles de sécurité.

Afin de pallier ce probleme, on demande a un technicien d'intervenir chaque jour pour traiter les défaillances.

On estime que chaque jour, il remet en état 7 % des ordinateurs défaillants, tandis que de nouvelles failles apparaissent chez
3 % des ordinateurs sains.

On suppose de plus que le nombre d'ordinateurs est constant sur la période étudiée.

Pour tout entier naturel n, on note a, le nombre d'ordinateurs sains de ce parc informatique au bout de n jours
d'intervention, et b, le nombre d'ordinateurs défaillants au bout de n jours.
Ainsi a; =200 et by=300.

Partie A
1. Déterminer a; et b, .

0,97 0,0?)
0,03 0,93/
a. Justifier que pour tout entier naturel n, ona Xp.; =AX,.

2. Onpose X, = (Z”) et la matrice A = (
n

Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, X,=A"X,.

c. ATlaide de la calculatrice, calculer A% en arrondissant les coefficients au milliéme.
En déduire un arrondi de X,y et en donner une interprétation concrete dans le cadre du probléme.

Partie B

09 0 (35
1. Onpose D—(O 0'9> etB'(lS)'

On rappelle que, pour tout entier naturel n, a, + b, =500.
Montrer que, pour tout entier naturel n, X,.,; =DX,+B.

2. Pour tout entier naturel n, onpose Y,=X,—10B.

a. Calculer la matrice 10D .
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b.  En déduire que, pour tout entier naturel n, Y., = DY, .

c.  Onadmet que, pour tout entier naturel n, Y,=D"Y,.
En déduire que, pour tout entier naturel n, X,=D"(X,-10B) + 10B .

d. Donner I'expression de D", puis en déduire a, et b, en fonctionde n.

3. Selon cette étude, que peut-on dire du nombre d'ordinateurs défaillants sur le long terme ?

D'apreés Baccalauréat Antilles-Guyane Septembre 2016

@ On considere la suite (u,) définie par up=1, u; =6 et, pour tout entier naturel n, U = 6Une; — 8U, .

1. Calculer u, et us.

- . 01 . u
2. Onconsidere la matrice A= ( ) et la matrice colonne U, = ( " ) .
—8 6 Un+1

Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: Uy, =AU, .

- . _(2-05 _(-105
3. On considere de plus les matrices B = <4 1 ) et C= (_4 5 ) .

a.  Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: A"=2"B+4"C.
b.  Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: U,=A"U,.

c.  Endéduire que, pour tout entier naturel n,ona: u,=2x4"-2",

@ On appelle suite de Fibonacci la suite (u,) définie par uy =0, u; =1 et, pour tout entier naturel N, Ugo = Uges + Uy .
On admet que, pour tout entier naturel n, u, estun entier naturel.

1. a. Calculer les termes de la suite de Fibonacci jusqu'a u; .

b.  Dessiner les 13 spirales qui tournent dans le sens direct O a la base d'une pomme de pin.
Compter les spirales qui tournent dans le sens indirect U a la base d'une pomme de pin.
Quelle remarque peut-on faire ?

Faire de méme avec les spirales d'un brocoli romanesco, puis avec les spirales du cceur d'une fleur de tournesol.
Quelle remarque peut-on faire ?

09S8UBLWOJ 110904q UN
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c.  Recopier et compléter I'algorithme ci-dessous pour qu'a la fin de son exécution il affiche le terme u, .

a=2=o
b=1
for k in range(n)
c = atb
a =
b=..
print(...)

d. Déterminer la valeur de ug, .
- . 11
2. On considére la matrice F = 10/
a. Calculer F2, F® et F*.

‘ . . u u
b. Démontrer par recurrence que, pour tout entier naturel n non nuI, Fn = ( Dﬂ u n ) .
n n-1

|0S8LIN0) 8P N8y} 8UN,p JN&DD 87
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M2 - E™2 5 E" démontrer que

3. a. Soit n unentier naturel non nul. En remarquant que F
Uzn+2 = Un+2XUnsa + UnegXUn .
b.  En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, Usnes = Unep > — Uy 2

c. Ondonne up=144.
Démontrer qu'il existe un triangle rectangle dont les longueurs des c6tés sont toutes des nombres entiers, l'une
étant égale a 12.
Donner la longueur des deux autres cotés.

4. a. Soit p et q deux entiers naturels non nuls.
Calculer le produit FP x F9 et en déduire que Upsq = UpX Ugey + Uy 1 X Uy .
b.  Endéduire que si un entier r divise les entiers u, et ug, alors r divise également Up.q .

c. Soit p unentier naturel non nul.
Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence sur n, que pour tout entier naturel n non nul,
Up divise Upp .

d. Soit m un entier supérieur ou égal a 5.
Montrer que si m est un entier naturel qui n'est pas premier, alors u,, n'est pas un nombre premier.

e. Calculer uyg.
Que penser de la réciproque de la propriété obtenue dans la question d. ?

D'apres Baccalauréats Liban 2018 et Nouvelle Calédonie 2018




